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Введение
В настоящее время все более актуальным становится вопрос о полу-
чении, подготовке и анализе данных. Копула-функция представляет собой
инструмент для выполнения последнего.
Метод копула-функции определяет характер взаимодействия между
случайными величинами, что позволяет сформировать более адекватную
модель описания совместного распределения нескольких переменных, чем
многомерный нормальный закон [1]. Важным преимуществом функции яв-
ляется то, что при моделировании многомерного распределения, помимо
частных распределений она учитывает характер их взаимодействия. Копула-
функция может быть применена для описания совместного распределения
переменных имеющих разные частные распределения.
Широкое применение метод находит в исследовании финансовых рын-
ков, где важно следить за динамикой курсов акций различных компаний, а
также за существующей между ними корреляцией. Копула-функция приме-
нима к оценке состояния какого-либо экономического сектора или экономи-
ки страны в целом. Помимо этого, с помощью нее возможно исследование
на поиск временных лагов.
В данной работе представлены возможные решения перечисленных
задач с использованием копула-функции. Областью применения был выбран
финансовый рынок России.
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Постановка задачи
Основной задачей работы является поиск разнообразных применений
копула-функции, а также реализация метода копулы с получением практи-
ческих результатов.
В связи с поставленной задачей были выделены подзадачи:
1. Проанализировать общее состояния финансового рынка в России.
2. Проанализировать характер взаимодействия компаний внутри от-
раслей. Сравнить поведение различных секторов на временных промежут-
ках.
3. Применить метод копула-функции к задаче поиска временного лага.
Результатом проделанного исследования является:
1. Характеристика состояния финансового рынка России;
2. Анализ взаимодействия фирм внутри отрасли, поиск компаний и
секторов наиболее устойчивых к негативному влиянию со стороны рынка;
3. Выявление временного промежутка, по истечению которого изме-
нение цены на нефть оказывает влияние на стоимость бензина.
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Обзор литературы
Понятие копула-функции относительно новое в математике. Функция
подробно изучалась в работах [2,3], кроме того, нужно отметить статью [4].
В русскоязычной литературе копула получила распространение только в на-
чале 21 века. Для ознакомления с теорией по рассматриваемой функции
лучше всего подходят работы [1, 5], также в [1] описаны типы копула-
функций и методы оценивания их параметров. Обзор наиболее распростра-
ненных копул приведен в [6]. Многие алгоритмы подразумевают правиль-
ный выбор модели копула-функции, методы подбора функций разобраны
в [7].
Копула-функция имеет широкое применение в финансовом модели-
ровании. На сегодняшний день является актуальной задача формирования
портфеля ценных бумаг, разработки по данной теме предложены в [8–12].
В частности в [13] построение портфеля реализуется с помощью парных
копул, соответствующая теория по последним приведена в статье [14]. В
этой области важным является правильная оценка границ потерь портфеля
(так же здесь содержится теория по рискам) [15]. Предложенная методи-
ка в [16] применяется для оценки риска кредитного портфеля московского
коммерческого банка.
Задача формирования портфеля ценных бумаг является более узкой
задачей экономики. В широком смысле копула-функция используется для
оценки взаимосвязи курсов акций [17], для обнаружения структурных сдви-
гов [18] или для анализа общего состояния финансового рынка [19].
Помимо экономической сферы с помощью копула-функции реализу-
ется классификация [20, 21], осуществляется статистический подход в об-
ласти физики (исследование массового состава) [22], копула используется в
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страхования [23], сельском хозяйстве [24, 25], а также функция нашла свое
применение в задачи внедрения сетей сотовой подвижной связи для оценки
суммарного помехового сигнала [26].
Все перечисленное показывает насколько разнообразен спектр при-
менения копулы, что доказывает целесообразность ее изучения. В данной
работе будут разобраны некоторые задачи с применением рассматриваемой
функции.
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1 Математическая теория по копула-функциям
1.1. Копула-функция и некоторые ее свойства
Определение 1: [1] Копула-функция C(u1, u2.., un) - это функция n
переменных, определенная на единичном кубе Un = [0, 1]n (т.е. ui ∈ [0, 1],
i = 1, 2, ..., n), обладающая следующими свойствами:
1) область значений функции - единичный интервал [0,1];
2) если ui = 0 по крайней мере для одного i ∈ 1, 2, ..., n, то
C(u1, u2, ...un) = 0;
3) C(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui, для ∀ ui ∈ [0, 1];
4) C(u1, u2.., un) является n-возрастающей функцией в том смысле,
что для ∀ (a1, a2, ..., an), (b1, b2, ..., bn) ∈ [0, 1]n с ai ≤ bi справедливо нера-
венство:
2∑
i1=1
...
2∑
in=1
(−1)i1+...+inC(u1i1, ..., unin) ≥ 0,
где uj1 = aj и uj2 = bj для ∀ j ∈ 1, ..., n.
Теорема 1 (Теорема Скляра): [1] Пусть H(·) - n-мерная функция рас-
пределения, с частными распределениями F1(·), ..., Fn(·). Тогда существует
n-мерная копула-функция C(·) такая, что для всех действительных x1, ..., xn:
H(x1, ..., xn) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)) (1)
Если F1, ..., Fn непрерывны, то копула-функция определена единствен-
ным образом;
Обратно, если C(·)-копула-функция, а F1(·), ..., Fn(·)- функции распре-
деления, то функция H(·), определяемая выражением (1), является совмест-
ной функцией распределения с частными распределениями F1(·), ..., Fn(·).
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Доказательство: См. [3–5].
Следствие 1: [1] Пусть F−11 (·), ..., F−1n (·) - обратные функции частных
распределений. Тогда для любого (u1, ..., un) ∈ Un существует единственная
копула-функция C : [0, 1]× ...× [0, 1]→ [0, 1] такая, что:
C(u1, ..., un) = H(F
−1
1 (u1), ..., F
−1
n (un))
Доказательство: См. [4].
Теорема 2: [1] Рассмотрим n случайных величин X1, ..., Xn, зависи-
мость между которыми определяется копула-функцией C(·). Если преоб-
разования Ti : R → R, i = 1, .., n определяются строго возрастающими
функциями (т.е. ∂xTi > 0), то структура зависимости случайных величин
T1(X1), ..., Tn(Xn) определяется той же самой копула-функцией C(·).
Доказательство: См. [27, 28], для двумерного случая — [29].
Границы Фреше –Хёффдинга: [1]
W (u1, ..., un) ≤ C(u1, ..., un) ≤M(u1, ..., un),
где
W (u1, ..., un) = max(u1 + ...+ un − n+ 1, 0);
M(u1, ..., un) = min(u1, ..., un)
При n = 2 границы являются копула-функциями, однако при n > 2 нижняя
граница не будет n-возрастающей.
Доказательство: См. [4, 5]
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Условия Липшица для копула-функции: [5]
Любая копула удовлетворяет условию Липшица:
| C(s1, ..., sn)− C(t1, ..., tn) |≤| s1 − t1 | +...+ | sn − tn |
Доказательство: См. [5]
Из свойства Липшица и теорем о монотонных функциях следует, что
любая копула-функция почти всюду дифференцируема по каждой из пере-
менных [1, 4, 5].
Марковское свойство копула-функции: [5]
Рассмотрим копулы A(s1, ..., sm) и B(t1, ..., tn) размерностей m и n.
Пусть
C(u1, ..., um+n−1) =
∫
0≤x≤um
A′m(u1, ..., um−1, x)B
′
1(x, um+1, ..., um+n−1)dx,
где
A′m(u1, ..., um−1, x) =
∂
∂x
Am(u1, ..., um−1, x)
B′1(x, um+1, ..., um+n−1) =
∂
∂x
B1(x, um+1, ..., um+n−1)
что кратко можно записать как результат произведения копул:
Cm+n−1(·) = Am(·) ◦Bn(·)
Пусть A(u | t1, ..., tn), uT = (u1, ..., up) - копула для частных распреде-
лений X(t1), ..., X(tn). Тогда X(t) является марковским процессом тогда и
только тогда, когда для любого n ≥ 2 и любых t1 < ... < tn:
A(u | t1, ..., tn) = A(· | t1, t2) ◦ A(· | t2, t3) ◦ ... ◦ A(· | tn−1, tn)
Этот результат можно найти в работе [30].
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1.2. Плотность копула-функции
Определение 2: Если для копула-функции C(·) существует неотрица-
тельная функция c(·), для которой выполняется:
C(u1, ..., un) =
u1∫
0
u2∫
0
...
un∫
0
c(s1, ..., sn)ds1ds2...dsn
тогда эта функция c(·) называется плотностью копула-функции.
Из следствия к теореме Склара выводится каноническое представле-
ние плотности: [1]
fH(x1, ..., xn) =
∂nC(F1(x1), ..., Fn(xn))
∂F1(x1)...∂Fn(xn)
·
n∏
i=1
fi(xi) = c(F1(x1), ..., Fn(xn))·
n∏
i=1
fi(xi),
где
c(F1(x1), ..., Fn(xn)) - плотность копула-функции;
fH(x1, ..., xn) - плотность совместной функции распределения H(·).
тогда
c(F1(x1), ..., Fn(xn)) =
fH(x1, ..., xn)∏n
i=1 fi(xi)
.
1.3. Виды взаимодействия случайных величин
Следующие определения представлены в работе [17].
1) Случайные величины независимы, если их копула-функция независима:
C⊥(u1, u2, ..., un) = u1u2..un;
2) Если рост одной случайной величины сопровождается ростом дру-
гой случайной величины, то они комонотонны и им соответствует копула-
функция:
Cmax(u1, u2, ..., un) = min(u1, u2, ..., un);
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3) Если рост одной случайной величины сопровождается убыванием
другой случайной величины, то они контрмонотонны и им соответствует
копула-функция:
Cmin(u1, u2, ..., un) = max(u1 + u2 + ...+ un − n+ 1, 0).
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2 Методология анализа данных с помощью копула-
функции
Пусть имеются наблюдения двух временных рядов (xk, yk), k = 1..n,
где n-число наблюдений. Выберем шаг решетки 1N . За оценку значения
копула-функции C( iN ,
j
N ) принимаем величину
n(i,j)
n , где n(i, j)-количество
наблюдений (xk, yk), для которых выполняются неравенства:
xk ≤ x([ inN ])
yk ≤ y([ jnN ])
где x(k), y(k)-порядковые статистики. Для того, чтобы выяснить характер вза-
имодействия временных рядов вычислялись дискретные приближения
N∑
i1=1
N∑
j1=1
| C( i
N
,
j
N
)− C∗( i
N
,
j
N
) | (2)
поочередно используя в качестве эталонной функции C∗ копула-функции
C⊥, Cmax, Cmin. Из трех отклонений выбиралось наименьшее. Если наи-
меньшему отклонению соответствовало C⊥, то временные ряды считались
независимыми, если Cmax, то зависимость комонотонная, если Cmin, то
контрмонотонная. [17]
Для более подробного анализа характера взаимодействия случайных
величин введем обозначения:
dmin - отклонение, соответствующее копуле Cmin
d⊥ - отклонение, соответствующее копуле C⊥
dmax - отклонение, соответствующее копуле Cmax.
Затем определим классы, основанные на ранжировании полученных
отклонений:
1 класс: dmax ≤ d⊥ ≤ dmin;
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2 класс: dmax ≤ dmin ≤ d⊥;
3 класс: d⊥ ≤ dmax ≤ dmin;
4 класс: d⊥ ≤ dmin ≤ dmax;
5 класс: dmin ≤ dmax ≤ d⊥;
6 класс: dmin ≤ d⊥ ≤ dmax.
Построенные классы, по мнению [19], выражают относительную ин-
тенсивность проявления свойств того или иного случая взаимодействия. Так
же авторы утверждают, что использование классов актуально при формиро-
вании портфеля ценных бумаг. В этом случае необходимо включать в порт-
фель акции компаний, у которых копулы пар доходностей относятся к 6
классу, затем к 5 классу, и т.д..
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3 Практическое применение копула-функции для
анализа временных рядов
В представленных ниже исследованиях используется алгоритм копула-
функций, основанный на подсчете отклонений полученной копула-функции
от эталонных по формуле (2) из предыдущего параграфа.
3.1. Анализ финансового рынка России
В данном исследовании для анализа финансового рынка производится
подсчет количества контрмонотонных, независимых и комонотонных свя-
зей между курсами акций компаний произвольных отраслей, в частности:
Аптека 36и6, Магнит, Газпром, Лукойл, Роснефть, Сургутнефть, Татнефть,
Аэрофлот, Ютейр, Возрождение, ВСМПО-АВИСМА, ГМКНорНикель, Се-
верСталь, ПолюсЗолото, НЛМК, Иркут-3, ММК, Распадская, ИркутскЭнер-
го, МосЭнерго, ЭнелРос, Новатек, Ростелеком, МТС, Разгуляй.
Таблица 1: Количество независимых, контр-, комонотонных связей
1 2 3 4 5 6
2007 82 0 130 72 0 16
2008 288 0 12 0 0 0
2009 271 0 5 5 0 19
2010 136 0 127 32 0 5
2011 208 0 35 32 0 25
2012 149 0 68 68 0 15
2013 99 0 121 55 0 24
2014 77 0 132 79 0 12
2015 42 0 153 95 0 10
В качестве данных выбраны ежедневные цены закрытия акций компа-
ний за период 01.01.2007-31.12.2015. Материалы взяты с сайта [31]. Расчеты
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выполнены в среде Матлаб.
Вычисления производились с параметром N=5 исходя из ежегодного
объема выборки (в среднем 250 наблюдений). Результаты представлены в
Таблице 1.
Из Таблицы 1 видно, что в 2007 году комонотонный и независи-
мый характер взаимодействия курсов акций имеет почти равное количество.
Действительно, в этом году темп роста экономики России имел лучший по-
казатель с конца 90-х [32]. Однако этот период докризисный, о чем свиде-
тельствует комонотонный характер. В 2008-2009 годах в связи с мировым
кризисом имеет место явное преобладание 1 класса зависимости. К 2010
году ситуация на российском рынке улучшилась, что подтверждает рост
независимого характера взаимодействия российских компаний.
В обзоре [33] авторы утверждают, что в 2011 году произошел большой
отток капитала из страны, что повлияло на фондовый рынок, а также при-
водят статистику о том, что фондовые индексы акций российского рынка
потеряли 20%. В полученных результатах эти события выражаются резким
возрастанием числа комонотонных связей. В 2012-2013 годах в основном
наблюдается независимый характер с преобладанием комонотонности, в это
время падение демонстрируют отрасли электроэнергетики, металлургии и
горнодобычи. Наиболее доходным становится сектор потребительских то-
варов, также нефтегазовая отрасль, которая в 2012 году занимает 50% ка-
питализации [34, 35]. В последующий год в стране происходят негативные
события: конфликт в Украине, санкции, падение цены на нефть, однако по-
казатели фондового рынка остаются практически на том же уровне, что и
в предыдущие года. По мнению авторов статьи [36] это обусловлено повы-
шенными оборотами в марте и декабре. Однако как и в 2015 году наблюда-
ется преобладание 3 класса, что указывает на склонность к комонотонному
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характеру. Важно отметить, что 2 и 5 классы взаимодействия не свойствен-
ны российскому рынку.
Исходя из полученных результатов можно сделать вывод о том, что в
основном российский рынок характеризуется комонотонной зависимостью.
Это обосновывается неготовностью российской экономики игнорировать
негативные события, произошедшие за рассматриваемый период.
3.2. Анализ секторов российского финансового рынка
В данном параграфе приведены результаты сравнения акций компа-
ний, принадлежащих к одной рыночной отрасли и попавших в сотню лиди-
рующих по величине капитала за 2015 год.
а) 1 квартал 2014 год б) 2 квартал 2014 год
в) 3 квартал 2014 год г) 4 квартал 2014 год
Рис. 1: Относительная динамика цен акций компаний продовольственного
сектора
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Рассматриваются 5 секторов: сектор потребительских товаров, сек-
тор нефтегазодобычи и нефтепереработки, сектор телекоммуникации, сек-
тор строительства и недвижимости и сектор электроэнергетики. Также в
конце параграфа сделано сравнение экономики этих отраслей.
а) 1 квартал 2015 год б) 2 квартал 2015 год
в) 3 квартал 2015 год г) 4 квартал 2015 год
Рис. 2: Относительная динамика цен акций компаний продовольственного
сектора
В качестве данных выбраны акции за период 2014-2015 года следую-
щих компаний:
• сектор потребительских товаров: Дикси(ПТ1), Лента(ПТ2), М.Видео(ПТ3),
X5 Retail Group(ПТ4), Магнит(ПТ5);
• сектор нефтегазодобычи и нефтепереработки: Газпром(Н1), Лукойл(Н2),
Роснефть(Н3), Сургутнефть(Н4), Татнефть(Н5);
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• сектор телекоммуникации: СТС Медиа(Т1), Ростелеком(Т2), Мегафон(Т3),
МТС(Т4), VimpelCom(Т5);
• сектор строительства и недвижимости: Группа ЛСР(С1), ГАЛС Де-
велопмент(С2), МОСТОТРЕСТ(С3), Группа компаний ПИК(С4), AFI
Девелопмент(С5);
• сектор электроэнергетики: ФСК ЕЭС(Э1), РусГидро(Э2), Э.ОН Рос-
сия(Э3), ИркутскЭнерго(Э4), МосЭнерго(Э5), ОГК-1(Э6), Россети(Э7),
ТГК-1(Э8).
а) 1 квартал 2014 год б) 2 квартал 2014 год
в) 3 квартал 2014 год г) 4 квартал 2014 год
Рис. 3: Относительная динамика цен акций компаний строительного сектора
Сравниваются ежедневные цены акций за период 2014-2015 годов де-
ленных на кварталы. Средний объем выборки 60, исходя из этого выбираем
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а) 1 квартал 2015 год б) 2 квартал 2015 год
в) 3 квартал 2015 год г) 4 квартал 2015 год
Рис. 4: Относительная динамика цен акций компаний строительного сектора
параметр N=3. Источники данных [31,37]. Расчеты выполнены в среде Мат-
лаб. Результаты приведены в Приложении (Таблицы 3-41).
Как мы видим из Таблиц 3-4 в первом полугодии 2014 года для потре-
бительского рынка характерна комонотонная зависимость, действительно,
из Рис.1 мы видим схожую динамику цен: к концу марта подъем, затем по-
степенное снижение. Во втором полугодии (Таблицы 5-6) возникает значи-
тельное количество независимых связей, однако по прежнему сохраняется
комонотонная зависимость.
За 2015 год мы наблюдаем существенное количество независимости.
Возникает контрмонотонная связь с компанией М.Видео(ПТ3), которая, по
нашему мнению, связана с различием товарного ассортимента. Примеча-
19
а) 1 квартал 2014 год б) 2 квартал 2014 год
в) 3 квартал 2014 год г) 4 квартал 2014 год
Рис. 5: Относительная динамика цен акций компаний нефтяного сектора
тельна преимущественная независимость акций магазина Магнит(ПТ5) в
течении двух лет, что скорее всего, стало следствием отличающегося ме-
неджмента, проводимого компанией. Наглядно данные изображены на Рис.2,
результаты полученных вычислений приведены в Таблицах 7-10.
Важно отметить, что в 2014 году в строительном секторе (Таблицы
11-14) нельзя выделить какой-либо характерный вид связи. Здесь в равном
количестве присутствует независимый, ко- и контрмонотонный тип взаимо-
действия. Аналогичная ситуация наблюдается в 2015 году (Таблицы 15-18).
Однако примечательна контрмонотонная связь в 4 квартале 2014 года (Таб-
лица 14), которую доказывает Рис.3. Группа компаний ПИК(С4) терпит па-
дение стоимости акций, в то время как у остальных фирм происходит рост.
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а) 1 квартал 2015 год б) 2 квартал 2015 год
в) 3 квартал 2015 год г) 4 квартал 2015 год
Рис. 6: Относительная динамика цен акций компаний нефтяного сектора
Так же эта компания показывает независимый характер во 2 квартале 2014
и в трех кварталах 2015 года.
Нефтяной сектор в 2014-2015 годах принимает комонотонной тип вза-
имодействия (Таблицы 19-26), что так же видно на графиках (Рис.5, Рис. 6).
Эти года были не легкими для этой отрасли. Сказалось резкое падение цены
на нефть, как следствие отток капитала. Изредка независимость показывали
лидеры российского рынка Газпром(Н1) и Лукойл(Н2).
Для сектора телекоммуникации 2014 год характеризуется комонотон-
ной связью (Таблицы 27-29). Здесь во втором квартале отличается динами-
ка VimpelCom(Т5), а в третьем квартале Ростелеком(Т2). Так же Ростеле-
ком(Т2) проявляет контрмонотонность во втором квартале 2015 года, в то
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а) 1 квартал 2014 год б) 2 квартал 2014 год
в) 3 квартал 2014 год
Рис. 7: Относительная динамика цен акций компаний телекоммуникацион-
ного сектора
время как остальные фирмы имеют комонотонную зависимость. В осталь-
ные кварталы 2015 года в рассматриваемом секторе наблюдается независи-
мый характер. Динамика курса акций проиллюстрирована на Рис.6, Рис.7.
Сектор электроэнергетики в первом полугодии 2014 года насыщен ко-
монотонной связью (Таблицы 34-41), далее появляется независимость про-
тяженностью в квартал и вновь возникает комонотонность вплоть до 2 квар-
тала 2015 года. Важно отметить, что несмотря на периоды выраженной ко-
монотонности компания ТГК-1(Э8) демонстрирует независимость на протя-
жении двух лет (за исключением 4 квартала 2014 года). Во втором квартале
2014 года у фирмы возникает контрмонотонные связи, которые выражают-
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а) 1 квартал 2015 год б) 2 квартал 2015 год
в) 3 квартал 2015 год г) 4 квартал 2015 год
Рис. 8: Динамика цен акций компаний телекоммуникационного сектора
ся быстрым ростом стоимости акций в конце квартала при незначительном
спаде курса акций других компаний этого сектора.
Из приведенного анализа секторов можно сделать вывод о том, что на
российском рынке 2014 года преобладала комонотонная зависимость, одна-
ко в 2015 году большинство связей имеют независимый характер. Сравни-
вая сектора можно утверждать, что наиболее независимой отраслью являет-
ся сектор строительства и недвижимости, в то время как на нефтяном рынке
явно выражено комонотонное взаимодействие курсов акций. Несмотря на
это из некоторых секторов удалось выделить компании, политика которых
позволяет им держать индивидуальную динамику стоимостей акций. Тако-
выми являются Магнит(ПТ5) из потребительского рынка, Группа компаний
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а) 1 квартал 2014 год б) 2 квартал 2014 год
в) 3 квартал 2014 год г) 4 квартал 2014 год
Рис. 9: Относительная динамика цен акций компаний электроэнергетиче-
ского сектора
ПИК(С4) строительной отрасли, Ростелеком(Т2) и VimpelCom(Т5) - теле-
коммуникация и ТГК-1(Э8) из электроэнергетического сектора. При этом
компании Магнит(ПТ5) и VimpelCom(Т5) являются лидерами по капита-
лизации в своих отраслях за 2014 год, а Магнит(ПТ5) и Группа компаний
ПИК(С4) за 2015 год по данным [38], что демонстрирует положительный
результат политики этих фирм.
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а) 1 квартал 2015 год б) 2 квартал 2015 год
в) 3 квартал 2015 год г) 4 квартал 2015 год
Рис. 10: Относительная динамика цен акций компаний электроэнергетиче-
ского сектора
3.3. Взаимодействие рядов курсов акций при различных
временных лагах
В данном параграфе решается задача поиска временных лагов между
курсами акций. Рассматривается период с 2008 по 2015 года.
Для анализа были выбраны ежедневные цены таких товаров как нефть
сорта Brent и бензин. Выяснялась зависимость стоимости бензина от стои-
мости нефти. Брался месячный период цен нефти и месячный период цен
бензина, который в последствии сдвигался на различный промежуток вре-
мени.
Алгоритм реализован в среде Матлаб. Средний объем выборки 25,
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исходя из этого выбираем параметр N=2. В приложении представлены таб-
лицы отклонений от комонотонной копула-функции (Таблица 42-48).
Рис. 11: Динамика цен нефти сорта Brent
В таблице 2 подсчитано количество минимальных значений отклоне-
ний от комонотонной копула-функции при различных лагах. Из нее следует,
что наибольшую комонотонность цены нефти и бензина показывают при
отсутствии лага. Таким образом, можем сделать вывод, что цена бензина
реагирует на изменение цены на нефть практически мгновенно. Интервью
с главой ФАС - Артемьевым И.Ю. [39] подтверждает этот результат для
возрастающей динамики цен нефти: "Когда цена на нефть росла, лага ни-
какого не было - в тот же день бензин дорожал...". В нашем исследовании
мы получили аналогичный результат и для убывающей динамики. Однако
в 2012 и 2014 годах количество минимальных значений, соответствующих
отсутствию лага, уменьшается. Как мы видим из Рис.11 в эти годы наблю-
дается сильное падение цены на нефть. Отсюда можно сделать вывод, что
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отсутствие лага более характерно для возрастающей динамики цен, нежели
для убывающей.
Таблица 2: Количество минимальных значений отклонений от комонотон-
ной копулы при различных лагах
Лаг 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 Сумма:
0 10 12 10 11 6 11 9 69
1 3 3 2 2 5 2 3 20
7 0 1 1 1 1 0 0 4
14 1 0 0 0 2 0 4 7
30 1 1 2 1 0 0 0 5
60 2 0 2 1 1 2 2 10
120 0 0 0 1 0 2 1 4
240 1 2 1 3 3 0 2 12
299 2 0 1 1 3 0 2 9
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Выводы
В ходе проделанной работы были сделаны следующие выводы:
1. Российский рынок характеризуется комонотонной зависимостью, что про-
исходит из-за большой концентрации событий, произошедших за рассмот-
ренный период времени и оказывающих негативное влияние на состояние
фондового рынка.
2. Российский рынок 2014 года характеризуется комонотонной связью, но в
2015 году становится выражен независимый характер.
3. Наиболее независимой отраслью показал себя сектор строительства и
недвижимости, в то время как на нефтяном рынке явно выражено комоно-
тонное взаимодействие курсов акций.
4. Компании, политика которых позволяет держать индивидуальную дина-
мику стоимостей акций: Магнит(ПТ5), Группа компаний ПИК(С4), Росте-
леком(Т2) и VimpelCom(Т5), ТГК-1(Э8)
5. Между ценами на нефть и бензин отсутствует временной лаг.
6. Возрастающей и убывающей динамике цен на нефть соответствуют раз-
ные изменения цены бензина.
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Заключение
В данной работе реализован метод копула-функции для анализа рос-
сийского финансового рынка и его секторов. Использованный подход поз-
волил указать некоторые особенности динамики курсов акций, в частно-
сти выявлено различие этой динамики в докризисный и кризисный период,
также выделены компании наиболее устойчивые к изменениям в рыночной
среде.
Помимо этого алгоритм применен к задаче поиска временного лага
между ценами нефти и бензина. Было выявлено отсутствие временного ла-
га, а также различие реакции динамики стоимости бензина в зависимости
от положительного или отрицательного изменения цены на нефть.
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Приложение
Реализация алгоритма в среде Matlab.
% N-шаг алгоритма; q-количество анализируемых компаний; n-количество
% выборки; T-матрица, нечетные столбцы которой содержат данные о коти-
% ровках, а четные далее содержат ранг соответствующий порядковой ста-
% тистике; Y-матрица для ранжирования;
1. N=...;
2. q=...;
3. n=...;
4. T=zeros(n,2*q);
5. Y=zeros(n,1);
% Заполняем матрицу Y числами от 1 до n;
6. for j=1:n
7. Y(j)=j;
8. end
% Ранжирование: упорядочиваем данные нечетных столбцов матрицы T в
% матрицу S; в ячейку I(i) записываем индексы j элементов S(i), соответ-
% ствующих элементам T(j); записываем в четные столбцы T(i+1) ранг эле-
% ментов T(i);
9. for l=0:q-1
10. [S, I] = sort(T(:,2*l+1));
11. T(I(:),2*l+2)=Y(:);
12. end
% C1-матрица копула-функций, соответствующих независимости;
% C_min-матрица копула-функций, соответствующих контрмонотонности;
% C_max-матрица копула-функций, соответствующих комонотонности;
35
13. C1=zeros(N,N);
14. C_min=zeros(N,N);
15. C_max=zeros(N,N);
16. for i=1:N
17. for j=1:N
18. C1(i,j)=i*j/N^2;
19. C_min(i,j)=max(i/N+j/N-1,0);
20. C_max(i,j)=min(i/N,j/N);
21. end
22. end
% Оценка копула-функции временных рядов: h-матрица оценок копул;
% h1-матрица числителей оценок копула-функции;
% строки 28-32, 33-37: поиск соответствующих порядковых статистик;
% строки 38-42: вычисление числителя оценки копула-функции рядов;
% d1-отклонения копул от эталонных независимого характера;
% d_min-отклонения копул от эталонных контрмонотонного характера;
% d_max-отклонения копул от эталонных комонотонного характера;
% строки 50-56: вычисление d1, d_min, d_max;
23. for s=1:2:2*(q-1)-1
24. for p=s+2:2:2*q-1
25. h=zeros(N,N);
26. h1=zeros(N,N);
27. for i=1:N
28. for j=1:N
29. k1=1;
30. while (T(k1,s+1)~=fix(i*n/N))
31. k1=k1+1;
32. end
33. ps_s=T(k1,s);
34. k2=1;
35. while (T(k2,p+1)~=fix(j*n/N))
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36. k2=k2+1;
37. end
38. ps_p=T(k2,p);
39. for k=1:n
40. if ((T(k,s)<=ps_s)&&(T(k,p)<=ps_p))
41. h1(i,j)=h(i,j)1+1;
42. end
43. end
44. h(i,j)=h1(i,j)/n;
45. end
46. end
47. d1=0;
48. d_min=0;
49. d_max=0;
50. for i=1:N
51. for j=1:N
52. d1=d1+abs(h(i,j)-C1(i,j));
53. d_min=d_min+abs(h(i,j)-C_min(i,j));
54. d_max=d_max+abs(h(i,j)-C_max(i,j));
55. end
56. end
57. end
58. end
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В Таблицах 3-41 представлены результаты анализа секторов россий-
ского финансового рынка (параграф 3.2). В них наглядно показан характер
взаимодействия между компаниями одного экономического сектора в раз-
личные периоды времени.
Таблица 3: Сектор потребительских товаров, 1 квартал 2014 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 + + + +
ПТ2 + 0 0
ПТ3 + +
ПТ4 +
Таблица 4: Сектор потребительских товаров, 2 квартал 2014 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 + + + +
ПТ2 + + +
ПТ3 + +
ПТ4 +
Таблица 5: Сектор потребительских товаров, 3 квартал 2014 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 0 0 0 0
ПТ2 + + 0
ПТ3 0 0
ПТ4 0
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Таблица 6: Сектор потребительских товаров, 4 квартал 2014 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 0 + + +
ПТ2 0 0 0
ПТ3 + +
ПТ4 0
Таблица 7: Сектор потребительских товаров, 1 квартал 2015 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 + + + 0
ПТ2 + + 0
ПТ3 + 0
ПТ4 0
Таблица 8: Сектор потребительских товаров, 2 квартал 2015 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 0 0 0 +
ПТ2 0 + 0
ПТ3 0 0
ПТ4 0
Таблица 9: Сектор потребительских товаров, 3 квартал 2015 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 + 0 + 0
ПТ2 0 + 0
ПТ3 - 0
ПТ4 0
39
Таблица 10: Сектор потребительских товаров, 4 квартал 2015 года
ПТ1 ПТ2 ПТ3 ПТ4 ПТ5
ПТ1 0 - 0 0
ПТ2 0 0 0
ПТ3 0 0
ПТ4 0
Таблица 11: Сектор строительства и недвижимости, 1 квартал 2014 года
С1 С2 С3 С4 С5
С1 0 + 0 +
С2 0 + 0
С3 - +
С4 0
Таблица 12: Сектор строительства и недвижимости, 2 квартал 2014 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 0 + 0 -
C2 0 0 +
C3 0 -
C4 0
Таблица 13: Сектор строительства и недвижимости, 3 квартал 2014 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 0 0 + +
C2 - + 0
C3 - 0
C4 0
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Таблица 14: Сектор строительства и недвижимости, 4 квартал 2014 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 + + - +
C2 + - +
C3 - +
C4 -
Таблица 15: Сектор строительства и недвижимости, 1 квартал 2015 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 + + 0 -
C2 + 0 -
C3 0 0
C4 0
Таблица 16: Сектор строительства и недвижимости, 2 квартал 2015 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 + 0 0 +
C2 - 0 +
C3 0 0
C4 +
Таблица 17: Сектор строительства и недвижимости, 3 квартал 2015 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 - + - +
C2 - + -
C3 - +
C4 0
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Таблица 18: Сектор строительства и недвижимости, 4 квартал 2015 года
С1 С2 С3 С4 С5
C1 + + 0 -
C2 + 0 0
C3 0 0
C4 0
Таблица 19: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 1 квартал 2014 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 + + + 0
Н2 + + +
Н3 + 0
Н4 0
Таблица 20: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 2 квартал 2014 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 + + + +
Н2 + + +
Н3 + +
Н4 +
Таблица 21: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 3 квартал 2014 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 + + 0 0
Н2 + + +
Н3 + +
Н4 0
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Таблица 22: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 4 квартал 2014 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 0 + + +
Н2 0 0 0
Н3 + +
Н4 +
Таблица 23: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 1 квартал 2015 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 + + 0 +
Н2 + + +
Н3 + +
Н4 +
Таблица 24: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 2 квартал 2015 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 0 + + 0
Н2 + + +
Н3 + +
Н4 +
Таблица 25: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 3 квартал 2015 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 0 0 0 0
Н2 0 0 0
Н3 + +
Н4 +
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Таблица 26: Сектор нефтедобычи и нефтепереработки, 4 квартал 2015 года
Н1 Н2 Н3 Н4 Н5
Н1 0 + + +
Н2 + 0 0
Н3 0 +
Н4 +
Таблица 27: Сектор телекоммуникации, 1 квартал 2014 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 + 0 + +
Т2 + + +
Т3 + +
Т4 +
Таблица 28: Сектор телекоммуникации, 2 квартал 2014 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 + + + 0
Т2 + + 0
Т3 + 0
Т4 0
Таблица 29: Сектор телекоммуникации, 3 квартал 2014 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1
Т2 0 0 0
Т3 + +
Т4 +
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Таблица 30: Сектор телекоммуникации, 1 квартал 2015 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 0 0 0 0
Т2 + 0 0
Т3 0 0
Т4 +
Таблица 31: Сектор телекоммуникации, 2 квартал 2015 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 - + + 0
Т2 - - -
Т3 + 0
Т4 +
Таблица 32: Сектор телекоммуникации, 3 квартал 2015 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 + 0 0 0
Т2 0 0 0
Т3 0 0
Т4 0
Таблица 33: Сектор телекоммуникации, 4 квартал 2015 года
Т1 Т2 Т3 Т4 Т5
Т1 0 0 0
Т2 0 0
Т3
Т4 0
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Таблица 34: Сектор электроэнергетики, 1 квартал 2014 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 0 + + + + + 0
Э2 + + + + 0 0
Э3 0 + + + 0
Э4 + + + 0
Э5 + + 0
Э6 + +
Э7 0
Таблица 35: Сектор электроэнергетики, 2 квартал 2014 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 0 0 0 0 0 0 +
Э2 + + + + + -
Э3 + + + + -
Э4 + + + 0
Э5 + + 0
Э6 + 0
Э7 -
Таблица 36: Сектор электроэнергетики, 3 квартал 2014 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 + + 0 0 0 + 0
Э2 0 0 0 0 + 0
Э3 0 0 0 + 0
Э4 0 0 0 +
Э5 0 0 +
Э6 0 0
Э7 0
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Таблица 37: Сектор электроэнергетики, 4 квартал 2014 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 + 0 0 + + + +
Э2 + 0 + + + +
Э3 + + + + +
Э4 0 + + +
Э5 + + +
Э6 + +
Э7 +
Таблица 38: Сектор электроэнергетики, 1 квартал 2015 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 + + + + + + 0
Э2 0 + 0 0 + 0
Э3 0 + + + 0
Э4 + 0 + 0
Э5 + + 0
Э6 + 0
Э7 0
Таблица 39: Сектор электроэнергетики, 2 квартал 2015 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 0 0 0 0 0 0
Э2 0 0 0 0 0
Э3 0 0 + 0
Э4 0 0 0
Э5
Э6 0 0
Э7 -
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Таблица 40: Сектор электроэнергетики, 3 квартал 2015 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 0 0 0 0 0 0 0
Э2 0 + - - 0 0
Э3 0 0 0 0 0
Э4 0 0 0 0
Э5 + + +
Э6 + +
Э7 +
Таблица 41: Сектор электроэнергетики, 4 квартал 2015 года
Э1 Э2 Э3 Э4 Э5 Э6 Э7 Э8
Э1 0 0 0 0 0 0 0
Э2 0 0 0 + 0 0
Э3 + 0 0 0 0
Э4 0 0 0 0
Э5 0 + 0
Э6 0 0
Э7 0
Ниже представлены таблицы показывающие величину отклонения,
соответствующую комонотонному характеру взаимодействия между цена-
ми нефти и бензина при различных лагах сопоставленные разным месяцам
рассматриваемого года. Цветом выделены минимальные значения за месяц.
Выводы по Таблицам 42-48 представлены в параграфе взаимодействие ря-
дов курсов акций при различных временных лагах (параграф 3.3).
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0.
14
0.
08
0.
14
0.
08
0.
13
0.
17
0.
17
0.
10
0.
14
7
0.
38
0.
04
0.
15
0.
26
0.
12
0.
26
0.
19
0.
24
0.
21
0.
24
0.
34
0.
18
14
0.
42
0.
08
0.
15
0.
14
0.
08
0.
46
0.
15
0.
46
0.
25
0.
35
0.
54
0.
38
30
0.
38
0.
17
0.
23
0.
22
0.
12
0.
34
0.
15
0.
43
0.
13
0.
35
0.
14
0.
18
60
0.
21
0.
42
0.
19
0.
26
0.
35
0.
34
0.
23
0.
39
0.
17
0.
39
0.
10
0.
22
12
0
0.
25
0.
04
0.
23
0.
30
0.
15
0.
30
0.
42
0.
28
0.
38
0.
24
0.
54
0.
34
24
0
0.
17
0.
33
0.
23
0.
50
0.
38
0.
14
0.
12
0.
31
0.
42
0.
13
0.
54
0.
30
29
9
0.
21
0.
08
0.
23
0.
14
0.
35
0.
34
0.
04
0.
39
0.
08
0.
39
0.
18
0.
30
53
Т
аб
ли
ца
47
:
О
тк
ло
не
ни
е
от
ко
пу
лы
ко
м
он
от
он
но
й
за
ви
си
м
ос
ти
,2
01
3
го
д
Л
аг
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
0
0.
06
0.
24
0.
22
0.
08
0.
12
0.
10
0.
12
0.
19
0.
06
0.
13
0.
04
0.
08
1
0.
10
0.
33
0.
30
0.
12
0.
15
0.
18
0.
12
0.
19
0.
10
0.
20
0.
08
0.
12
7
0.
10
0.
33
0.
30
0.
27
0.
27
0.
34
0.
31
0.
27
0.
14
0.
31
0.
13
0.
38
14
0.
18
0.
37
0.
26
0.
42
0.
31
0.
46
0.
35
0.
50
0.
26
0.
35
0.
29
0.
27
30
0.
26
0.
28
0.
30
0.
15
0.
35
0.
22
0.
15
0.
46
0.
14
0.
28
0.
13
0.
23
60
0.
50
0.
41
0.
18
0.
19
0.
19
0.
18
0.
31
0.
38
0.
42
0.
13
0.
17
0.
19
12
0
0.
26
0.
41
0.
30
0.
08
0.
27
0.
42
0.
19
0.
38
0.
50
0.
20
0.
04
0.
15
24
0
0.
42
0.
33
0.
30
0.
27
0.
23
0.
42
0.
38
0.
23
0.
10
0.
31
0.
42
0.
31
29
9
0.
38
0.
41
0.
30
0.
42
0.
31
0.
38
0.
35
0.
31
0.
38
0.
31
0.
46
0.
27
54
Т
аб
ли
ца
48
:
О
тк
ло
не
ни
е
от
ко
пу
лы
ко
м
он
от
он
но
й
за
ви
си
м
ос
ти
,2
01
4
го
д
Л
аг
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
0
0.
17
0.
15
0.
12
0.
10
0.
04
0.
04
0.
18
0.
26
0.
31
0.
08
0.
11
0.
08
1
0.
21
0.
20
0.
19
0.
14
0.
08
0.
04
0.
26
0.
30
0.
31
0.
08
0.
15
0.
04
7
0.
25
0.
28
0.
19
0.
34
0.
25
0.
27
0.
22
0.
30
0.
19
0.
15
0.
20
0.
08
14
0.
17
0.
20
0.
31
0.
46
0.
29
0.
46
0.
26
0.
14
0.
12
0.
08
0.
15
0.
08
30
0.
21
0.
37
0.
38
0.
22
0.
21
0.
42
0.
22
0.
38
0.
15
0.
12
0.
20
0.
38
60
0.
25
0.
41
0.
23
0.
46
0.
46
0.
35
0.
30
0.
22
0.
12
0.
08
0.
50
0.
46
12
0
0.
17
0.
46
0.
19
0.
46
0.
50
0.
38
0.
22
0.
22
0.
42
0.
12
0.
41
0.
31
24
0
0.
33
0.
46
0.
15
0.
10
0.
21
0.
15
0.
38
0.
34
0.
15
0.
08
0.
20
0.
23
29
9
0.
25
0.
24
0.
19
0.
10
0.
21
0.
15
0.
22
0.
22
0.
23
0.
08
0.
15
0.
15
55
